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2.4 Μέτρα θέσης 
 
 
 
Στη συνέχεια 
θα περιγράψουµε κάποια µέτρα, τα ονοµαζόµενα µέτρα θέσης. 
 

 
Τα µέτρα θέσης µίας κατανοµής, είναι κάποια αριθµητικά µεγέθη  
που δίνουν τη θέση του “κέντρου” των παρατηρήσεων στον οριζόντιο άξονα.  
 
 
 
 
 

∆ηλαδή  
εκφράζουν την “κατά µέσο όρο” απόστασή τους από την αρχή των αξόνων. 
 

 
Τα πιο συνηθισµένα µέτρα που χρησιµοποιούνται µόνο για ποσοτικές µεταβλητές 
είναι ο αριθµητικός µέσος ή µέση τιµή και η διάµεσος.  
 
 
Α  Μέση Τιµή σε διακριτή µεταβλητή 
 

Έστω η µεταβλητή Χ   
µε παρατηρήσεις τις ν21 t,...,t,t   

                 και τιµές  κ21 x,...,x,x , νκ ≤  µε απόλυτες συχνότητες τις κ21 ν,...,ν,ν   

                                                                  και σχετικές συχνότητες τις κ21 f,...,f,f  

Ορίζουµε σαν µέση τιµή αυτών  

το πηλίκο 
ν
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Ας προσέξουµε και  
 

την πιο κάτω χρήσιµη έκφραση µε τη βοήθεια των τιµών και των συχνοτήτων τους. 
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 Ένας καθηγητής για να συγκρίνει δύο διαφορετικά τµήµατα  
 

Α  και Β  της ίδιας τάξης, ως προς την επίδοσή τους σε ένα µάθηµα, πήρε τυχαία  
 

10  µαθητές από κάθε τµήµα. 
 

Η βαθµολογία τους στο µάθηµα αυτό ήταν:        
 

Τµήµα Α :    15      15      15      15    14    14     15    15     15     15 
    

Τµήµα Β :     8       10      10      10     14    16     20    20     20     20 
 
Η µέση τιµή των βαθµών στο τµήµα Α  
µε βαθµούς:  15 , 15 , 15 , 15 , 14 , 14 , 15 , 15 , 15 , 15 

είναι =
+++++++++

=
10

15151515141415151515x A 8,14  

Μπορούµε και µε τον τύπο 8,14
10

142158x A =
⋅+⋅

=  

 
Η µέση τιµή των βαθµών στο τµήµα Β  
µε βαθµούς:  8 , 10 , 10 , 10 , 14 , 16 , 20 , 20 , 20 , 20 
 

είναι =
+++++++++

=
10

2020202016141010108xΒ 8,14  

Μπορούµε και µε τον τύπο 8,14
10

20416114110381xΒ =
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅

=  

 

Παρατηρούµε ότι η βαθµολογία και των δύο τµηµάτων είναι συγκεντρωµένη  
γύρω από στο 15  
και το δεύτερο τµήµα παρουσιάζει µεγαλύτερη διασπορά βαθµών από το πρώτο. 
∆ηλαδή οι βαθµοί του Β′  τµήµατος είναι περισσότερο διασκορπισµένοι  
γύρω από µια κεντρική τιµή, σε σχέση µε τους βαθµούς του Α′  τµήµατος.  
 

Η µέση τιµή από µόνη της δεν δίνει και σηµαντικές πληροφορίες 
αφού δύο δείγµατα µε τον ίδιο µέσο όρο, µπορεί να συµπεριφέρονται διαφορετικά.  
 

Έστω ο διπλανός πίνακας συχνοτήτων  

που δίνει την κατανοµή του χρόνου t  (σε sec)  40  µαθητών 
 

που χρειάστηκαν για να τρέξουν µια δεδοµένη απόσταση. 
Να αποδείξετε ότι η µέση τιµή των παρατηρήσεων είναι 25,27  

 

xi νi 
10 
20 
40 
50 
60 

15 
10 
5 
6 
4 



 
 

Παρουσίαση                                                                                                                                             4     

Γενική παιδεία                                                                                                                              Γ΄ Λυκείου 

Β  Σταθµικός µέσος  
 

Στις περιπτώσεις  
που δίνεται διαφορετική βαρύτητα ή έµφαση στις τιµές ν21 x,...,x,x   

αντί της µέσης τιµής  
χρησιµοποιούµε το σταθµισµένο αριθµητικό µέσο ή σταθµικό µέσο. 
 
Αν σε κάθε τιµή ν21 x,...,x,x , δώσουµε διαφορετική βαρύτητα  

που εκφράζεται µε τους λεγόµενους συντελεστές βαρύτητας ν21 w,...,w,w  

τότε ο σταθµικός µέσος  

βρίσκεται από τον τύπο 

∑

∑

=

==
+++
+++

= ν

1i
i

ν

1i
ii

ν21

νν2211

w

wx

w...ww
wx...wxwxx  

 
 Έστω ο υποψήφιος µαθητής του πιο κάτω παραδείγµατος. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Είναι 2,18x1 =  και  8w1 =    ,  οπότε 6,145wx 11 =  

 17x2 =    και  3,1w 2 =  , οπότε 1,22wx 22 =  

 18x3 =     και  7,0w 3 = , οπότε 6,12wx 33 =  
 

Ο σταθµικός µέσος είναι 03,18x ==
++
++

=
++
++

=
10

180,3
0,71,38

12,622,1145,6
www

wxwxwx

321

332211  

 

Να βρείτε το σταθµικό µέσο ενός µαθητή µε βαθµό πρόσβασης 18  
 

πρώτο µάθηµα βαρύτητας, βαθµού18  και δεύτερο µάθηµα βαρύτητας, βαθµού 20  

  

Γ ε ν ικ ό ς  Β α θ µ ό ς  π ρ ό σ β α σ η ς  1 8 ,2  1 8 ,2  x  8  =  1 4 5 ,6  

Μ α θ η µ α τ ικ ά  Κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  
 

1 ο   Μ ά θ η µ α  α υ ξ η µ έ ν η ς  β α ρ ύ τη τα ς  
 
1 7  

 
1 7  x  1 ,3  =  2 2 ,1  

Μ α θ η µ α τ ικ ά  Γ ε ν ικ ή ς  π α ιδ ε ία ς  
 

2 ο   Μ ά θ η µ α  α υ ξ η µ έ ν η ς  β α ρ ύ τη τα ς  

 
1 8  

 
1 8  x  0 ,7  =  1 2 ,6  

 

Τ ε λ ικ ό ς  Μ έσ ο ς  ό ρ ο ς  
 

1 4 5 ,6  +  2 2 ,1  +  1 2 ,6  =  1 8 0 ,3  
1 8 0 ,3  x  1 0 0  =  1 8 .0 3 0  
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Γ  Μέση Τιµή σε συνεχή µεταβλητή 
 

Για να βρούµε τη µέση τιµή σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα, χρησιµοποιούµε  
σαν τιµές, τις κεντρικές τιµές. 
 

  Έστω ο παρακάτω πίνακας που δείχνει το ύψος σε cm µιας οµάδας παιδιών. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η µέση τιµή των πιο πάνω παρατηρήσεων 
 

είναι  52,120
50

6026
50

139...104101101
50

t...ttt
x 50321 ==

++++
=

++++
=  

Για ευκολότερο όµως υπολογισµό 
οµαδοποιούµε τα δεδοµένα για παράδειγµα  σε 4  ισοπλατείς κλάσεις 
όπως φαίνεται πιο κάτω. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η µέση τιµή θα είναι cm121
50

6050
50

67531251725525
ν

νx
x

ii ==
+++

==
∑

 
 

Παρατηρούµε  ότι οι δύο µέσες τιµές που βρήκαµε διαφέρουν µεταξύ τους. 
Η διαφορά αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι κατά την οµαδοποίηση, υποθέσαµε ότι 
οι παρατηρήσεις κάθε κλάσης είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες και ότι οι τιµές  
σε κάθε κλάση εκπροσωπούνται από την αντίστοιχη κεντρική τιµή ix  
Αυτό φυσικά σηµαίνει απώλεια πληροφοριών, αλλά απλούστευση διαδικασιών. 

Να βρείτε το µέσο όρο των βαθµών ενός τµήµατος µε επιδόσεις  
9 , 7 , 1 , 12 , 13 , 10 , 6 , 12 , 12 , 13 , 10 , 10 , 16 , 12 , 13 , 3 , 10 , 17 , 12 , 18  
αν οµαδοποιήσουµε τα δεδοµένα στις κλάσεις )10,0[  και  )20,10[  
 

Να παρατηρήσουµε ότι πιο πάνω, θα ήταν καλύτερα να οµαδοποιήσουµε στις κλάσεις 
]10,0(  και ]20,10(  ,αν θέλαµε οπωσδήποτε αυτά τα άκρα στην οµαδοποίηση 

γιατί το 0  δεν αποτελεί βαθµό, αφού τότε το 20 , δεν θα υπήρχε στην 20 -βάθµια κλίµακα. 

 

  

Κ λ ά σ ε ι ς  [     -     )  Κ ε ν τ ρ ι κ έ ς  τ ιµ έ ς  ix  Σ υ χ ν ό τ η τ α  iν  iν ix  

[ 1 0 0  ,  1 1 0 )  
[ 1 1 0  ,  1 2 0 )  
[ 1 2 0  ,  1 3 0 )  
[ 1 3 0  ,  1 4 0 )  

1 0 5  
1 1 5  
1 2 5  
1 3 5  

5  
1 5  
2 5  
5  

5 2 5  
1 7 2 5  
3 1 2 5  
6 7 5  

   

5 0  
 

6 0 5 0  

  

101 101 104 108 109 110 110 112 114 114 

115 117 118 119 117 114 112 116 116 112 

121 122 122 124 124 123 127 127 128 129 

122 125 125 125 128 128 128 128 127 122 

124 124 124 122 123 130 131 132 133 139 
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∆  ∆ιάµεσος σε διακριτή µεταβλητή  
 

Η διάµεσος, είναι ένα ακόµα µέτρο θέσης, το οποίο µας δείχνει µία «µέση τιµή»  
του «κέντρου των παρατηρήσεων» και είναι ανεξάρτητη από τα άκρα. 
 

∆ιάµεσο ενός δείγµατος ν  παρατηρήσεων  
οι οποίες έχουν διαταχθεί σε αύξουσα σειρά 
ορίζεται ως η µεσαία παρατήρηση, όταν το ν  είναι περιττός αριθµός  
ή το ηµιάθροισµα των δύο µεσαίων παρατηρήσεων όταν το ν είναι άρτιος αριθµός. 
 

 Έστω οι 13  παρατηρήσεις:    3   4    0   6   5   8   1   1   6   1   2   8   9  

Αυτές σε αύξουσα σειρά είναι:   0   1   1   1   2   3   4   5   6   6   8   8   9 
Η διάµεσος είναι η έβδοµη παρατήρηση (µεσαία παρατήρηση), δηλαδή το 4δ =  
 

Να τονίσουµε ότι η µεσαία παρατήρηση σε δείγµα περιττού µεγέθους ν   
είναι η 

2
1νt +  και µάλιστα η διάµεσος είναι τιµή του δείγµατος. 

Έστω οι παρατηρήσεις: 1 , 2 , 3 , 4 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 3 , 4 , 3 , 2 , 1 , 1    

Να βρείτε τη διάµεσο παρατήρηση. 
 
 

 Έστω οι 14 παρατηρήσεις:     3   4   0    6   5   8   1    1    6   1   2   8   9    9 

Αυτές σε αύξουσα σειρά είναι:  0   1   1   1   2   3   4   5   6   6    8   8   9    9 
Οπότε η διάµεσος είναι το ηµιάθροισµα των δύο µεσαίων παρατηρήσεων 

δηλαδή της έβδοµης και όγδοης παρατήρησης, δηλαδή είναι η 5,4
2

54δ =
+

=  

Να τονίσουµε ότι η µεσαίες παρατηρήσεις σε δείγµα άρτιου µεγέθους ν   
είναι οι: 

2
νt , 

2
ν1

t
+

 , αλλά όµως η διάµεσος δεν είναι πάντα τιµή του δείγµατος. 

Έστω οι παρατηρήσεις: 1 , 2 , 3 , 4 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 3 , 4 , 3 , 2 , 1 , 1 , 1 

Να βρείτε τη διάµεσο παρατήρηση. 
 

Η διάµεσος, είναι η τιµή που χωρίζει ένα σύνολο παρατηρήσεων σχεδόν σε δύο 
ίσα µέρη, όταν οι παρατηρήσεις αυτές τοποθετηθούν µε σειρά τάξης µεγέθους. 
 

Συγκεκριµένα, η διάµεσος είναι εκείνος ο αριθµός  
για τον οποίο το πολύ  50% των παρατηρήσεων είναι µικρότερες από αυτόν  
                και το πολύ  50% των παρατηρήσεων είναι µεγαλύτερες από αυτόν.  
 

Η διάµεσος δεν επηρεάζεται από τις ακραίες παρατηρήσεις, αν οι παρατηρήσεις 
αυτές είναι προφανώς περισσότερες από 2 
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Ε  ∆ιάµεσος σε συνεχή µεταβλητή  
 
Για βρούµε τη διάµεσο σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 
από το σηµείο εκείνο του άξονα yΟ  των  

εκατοστιαίων αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων  
που είναι το %50 των παρατηρήσεων  
φέρουµε την κάθετη σ’αυτόν  
µέχρι να τµήσουµε το πολύγωνο συχνοτήτων   
και από κει, την κάθετη στον άξονα xΟ  
και βρίσκουµε τελικά τον διάµεσο αριθµό δ  
 

Να παρατηρήσουµε ότι και εδώ  
το %50  των παρατηρήσεων είναι µικρότερες ή ίσες από αυτήν   
και το %50 των παρατηρήσεων είναι µεγαλύτερες ή ίσες από την τιµή αυτήν. 
 

 Θεωρούµε ξανά τα δεδοµένα του ύψους των µαθητών στον πιο κάτω πίνακα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Ακολουθώντας  
την προηγούµενη διαδικασία  
βρίσκουµε ότι η διάµεσος δ  
είναι ανάµεσα στο διάστηµα )130,120[  

Περίπου θα λέγαµε ότι είναι 123δ ≅  
 
Αργότερα, µε τη βοήθεια των αναλογιών θα εντοπίσουµε ακριβέστερα αυτή. 
 

Αν στον παραπάνω πίνακα κατανοµής, από λάθος το όργανο µέτρησης έδειχνε 

10 cm  λιγότερο, να βρείτε την πραγµατική διάµεσο. 

 %Fi
100
90
80
70
60
50
40
30
20
10
0

100 110 120 130 140 160 x
δ

 
Κλάσεις 

 
[    -    ) 

Κεντρικές τιµές 
ix  

Συχνότητες 
 
iν  

Σχετικές 
Συχνότητες 

if  

Σχετικές 
Συχνότητες 

%fi  

Αθροιστικές Σχετικές 
Συχνότητες 

%Fi  

[100 , 110) 
[110 , 120) 
[120 , 130) 
[130 , 140) 

105 
115 
125 
135 

5 
15 
25 
5 

0,1 
0,3 
0,5 
0,1 

10 
30 
50 
10 

10 
40 
90 
100 

  50 1 100  

 
 
 
 
 
 
 

%50

%Fi

δO ix
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α  Μέση τιµή σε διακριτές µεταβλητές 
 

Εδώ γίνεται απλή εφαρµογή τύπων.  
 
 
 
 

Ας δούµε τα πιο κάτω θέµατα. 
 

Θέµα 1 
 

Αν η µέση τιµή 100  παρατηρήσεων 100321 t...ttt <<<<  είναι 5,21   
και η µέση τιµή των 30  µικρότερων παρατηρήσεων είναι 18  
να αποδείξετε ότι η µέση τιµή των υπολοίπων είναι 23  
 
 
 

Απάντηση 

  Από     5,21x100 = , είναι 5,21
100

t
100

i
1i =
∑
=   ή  2150t

100

i
1i

=∑
=

 

και από  18x30 =   , είναι 18
30

t
30

i
1i =
∑
=  ή  540t

30

i
1i

=∑
=

     

Οπότε 23x70 =
−

=

−

==
∑∑∑
===

70
5402150

70

tt

70

t
30

i

100

i

100

i
1i1i31i  

 
 

Θέµα 2 
 

Έστω 1x1 =  , 2x2 = , 3x3 = , 4x 4 =  , 5x5 =  οι τιµές µιας µεταβλητής X  
 

σε ένα δείγµα µεγέθους v  µε µέση τιµή την 3x =  
 

Οι συχνότητες 1ν , 2ν , 3ν , 4ν  των 1x , 2x , 3x , 4x  είναι ίσες µε i2vi = , 4,3,2,1i =   
Θα βρούµε τη συχνότητα 5ν  
 

Απάντηση 
 

Επειδή 2ν1 = , 4ν 2 = , 6ν3 =  και  8ν 4 = , είναι 5ν20ν +=++++= 54321 ννννν  

Επειδή 3x
_
=  

 

είναι 3
ν

xνxνxνxνxν 5544332211 =
++++  ή  3

ν20
ν548362412

5

5 =
+

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅
 

     ή )ν20(3ν5321882 55 +=⋅++++  ή  55 3ν60ν560 +=⋅+   ή 0ν5 =  
 
Να τονίσουµε ότι βολεύουν οι τύποι µε τις τιµές ix  και όχι µε τις παρατηρήσεις it  
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Θέµα 3 
 

Έστω 1x1 =  , 2x2 = , 3x3 =  οι τιµές µιας µεταβλητής X  σε ένα δείγµα.  
Αν ξέρουµε ότι %20%f1 =  και %40%f2 = , θα βρούµε τη µέση τιµή αυτών.  
 

Απάντηση 
 

Είναι %20%f1 =  ή 2,0f1 =  και %40%f2 = ή 4,0f2 =   
Συνεπώς για τη σχετική συχνότητα 3f  είναι 4,04,02,01f3 =−−=  

Οπότε ∑
=

=
3

1i
ii fxx =⋅+⋅+⋅=++= 0,430,420,21fxfxfx 332211 2,2  

 

Θέµα 4 
 

Σε µια κάλπη υπάρχουν Άσπρες , Μαύρες , Κόκκινες και Πράσινες σφαίρες 
σε αναλογία 10 % , 20 % , 30 % και 40 % αντίστοιχα. 
Το βάρος κάθε Άσπρης είναι 10 gr κάθε Μαύρης 11gr , κάθε Κόκκινης 12 gr   
και κάθε Πράσινης 13 gr 
Θα βρούµε τη µέση τιµή του βάρους όλων των σφαιρών 
αν στην κάλπη υπάρχουν  α) 10  σφαίρες  β) δεν γνωρίζουµε τον αριθµό τους. 
 

Απάντηση 

α)   Άσπρες: 110
100
10

=     

Mαύρες:  210
100
20

=    

Κόκκινες:  310
100
30

=    

Πράσινες: 410
100
40

=     

Είναι gr12x =
⋅+⋅+⋅+⋅

=
10

134123112101   

β) Άσπρες:  0,1x    
Μαύρες:  0,2x    
Κόκκινες:  0,3x     
Πράσινες:  0,4x 

 

Έστω x  ο αριθµός των σφαιρών.  
 

Είναι 
x

13x0,4    12x0,3    11x0,2    10x0,1x ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅
=

x
5,2)3,62,2(1x +++⋅

= 12= gr  
 

Ο x είναι πολλαπλάσιο του 10, γιατί οι συχνότητες είναι φυσικοί αριθµοί. 
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Ασκήσεις 
 

α.1  Στις παρατηρήσεις: 0  ,  0  ,  0  , 1  , 0  ,  0  ,  0 , η µέση τιµή είναι η τιµή 1  
 

α.2  Η βαθµολογία 10  µαθητών σε Τεστ ήταν:  7, 11, 10, 13, 15, 3, 12, 11, 4, 14 

Να υπολογίσετε τη µέση τιµή τους. 
 

α.3  Να βρείτε τη µέση τιµή των παρατηρήσεων 1 , α2 −  , 3  , 3− , α3 +  , 2 , 0  
 

α.4  Από 5  παρατηρήσεις, η µέση τιµή των 4 εξ’ αυτών είναι 5,2   

Αν η η5  παρατήρηση είναι 5 , να βρείτε τη µέση τιµή και των 5  παρατηρήσεων. 
 

α.5  Η µέση ηλικία 18  αγοριών και 12  κοριτσιών µιας τάξης είναι 4,15  χρόνια. 

Αν η µέση ηλικία των αγοριών είναι 8,15  χρόνια, να βρείτε τη µέση ηλικία  

των κοριτσιών. 
 

α.6  Οι θερµοκρασίες σε βαθµούς Κελσίου C°  5  ηµερών µιας πόλης 
τον µήνα Ιανουάριο ήταν 12− , 11− , α , 8−  και  β  
Αν η µέση τιµή τους είναι 10−  και η διαφορά του β  από το α  είναι C1°  
να αποδείξετε ότι 10α −=  και 9β −=  
 

α.7  Έστω οι παρακάτω κατανοµές συχνοτήτων.  
 
 
 
 
 
 

 
Να βρείτε τη µέση τιµή. 
 
α.8  Στους παρακάτω πίνακες να βρείτε τις συχνότητες που λείπουν.  
  

 
 

 

 

 

αν για την πρώτη κατανοµή Α   γνωρίζουµε ότι η µέση τιµή της είναι 5,0−     

αν για την δεύτερη κατανοµή Β  γνωρίζουµε ότι η µέση τιµή της είναι 30  

 

 

  

ix  if  
2  1,0  
3  5,0  
4  4,0  

 
 
 
 
 

ix  %fi  
10  40  
15 30  
20 30  

 

 

  

ix  iν  
100  5  
110  20  
120  25  

 

ix  iν  
1  15  
2  0  
3  35  

Α Β Γ ∆

 
 

ix  iν  
2−  10  
1−  α  

0  8  
1  10  

 
 

ix  if  
10  2,0  
20  α  
30  2,0  
40  β  

Α Β
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α.9  Το µέσο ύψος 9  καλαθοσφαιριστών µιας οµάδας είναι 205  cm 

α) Αν για να “ψηλώσει”  ο προπονητής την οµάδα «πάρει» έναν ακόµη παίκτη 

µε ύψος 216  cm, να βρείτε το µέσο ύψος της οµάδας τώρα.  

β) Αν ήθελε να “ψηλώσει” την οµάδα στα 208  cm, πόσο ύψος έπρεπε να έχει  

ο καλαθοσφαιριστής που πήρε; 
 

α.10  Σε ένα δοχείο υπάρχουν Άσπρες , Μαύρες και Γκρι σφαίρες. 

Το %10  είναι Άσπρες, το %40  είναι Μαύρες και οι υπόλοιπες είναι Γκρι. 
 

Το βάρος κάθε Άσπρης σφαίρας είναι 10 gr, κάθε Μαύρης σφαίρας είναι 40 gr  

Αν το µέσο βάρος όλων των σφαιρών είναι 67 gr, δείξτε ότι κάθε Γκρι σφαίρα  

ζυγίζει 100  gr  
 

 

α.11  Οι τιµές µιας µεταβλητής X  σε ένα δείγµα  

είναι: 1x1 =  ,  2x2 =  , 3x3 =  , 4x 4 =  και  5x5 = , ώστε για τις σχετικές 

συχνότητες αυτών να είναι: 1f15 1 =  , 2f15 2 =  , 1f5 3 =  , 4f15 4 =  , 1f3 5 =  

α) Να βρείτε τη µέση τιµή x  

β) Αν ισχύει η σχέση ∑
=

=
5

1i
ii 55vx , να βρείτε τις 1v  , 2v  , 3v , 4v  και  5v  

 

α.12  Έστω το δείγµα µεγέθους 0ν ≠  και µε µέση τιµή των παρατηρήσεων x  

ώστε 2ν)x10(x =−  

Να αποδείξετε πρώτα ότι )10,0(x ∈  και [1,5]ν ∈  

Αν τώρα ο ν  πάρει τη µεγαλύτερη τιµή του, να αποδείξετε ότι 5x =  
 
 

α.13  Το διαγώνισµα της Στατιστικής που έβαλε στην Τρίτη τάξη ο καθηγητής 

των Μαθηµατικών σε 100  µαθητές, παρουσίασε µέση βαθµολογία 7  

Επειδή όµως κανένας δεν έγραψε πάνω από 8 , για να «βοηθήσει» τους µαθητές 

του έκανε δύο σκέψεις. 

Να προσθέσει 2  µονάδες στο βαθµό κάθε γραπτού.  

Να αυξήσει τη βαθµολογία κάθε γραπτού κατά  20%  

Με ποια από τις δύο παραπάνω σκέψεις, ο καθηγητής θα «βοηθήσει» πιο πολύ 
τους µαθητές του ; 
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α.14  Η επίδοση ενός µαθητή σε πέντε µαθήµατα είναι: 12  , 10  , 16  , 18  , 14  

α) Να βρείτε τη µέση επίδοση του µαθητή. 

β) Αν τα µαθήµατα είχαν συντελεστές στάθµισης 2  ,  3  , 1  , 1  και 3   

ποια θα ήταν η µέση επίδοση του; 

 

α.15  Οι 60  µαθητές της Γ΄ τάξης ενός σχολείου έγραψαν δύο διαγωνίσµατα.  

Στο πρώτο διαγώνισµα, η µέση βαθµολογία ήταν 13  

Στο δεύτερο διαγώνισµα, 40  µαθητές έγραψαν κατά 4  µονάδες καλύτερα 

10  µαθητές κατά 1  µονάδα χειρότερα και οι υπόλοιποι πήραν τον ίδιο βαθµό.  

Να βρείτε τη µέση βαθµολογία στο δεύτερο διαγώνισµα.  
 

 

α.16  Θεωρούµε δείγµα µεγέθους ν  µε παρατηρήσεις τις λ21 t,...,t,t   

Ορίζουµε τη συνάρτηση 2
λ

2
2

2
1 )xt(...)xt()xt()x(f −++−+−=  

 

α) Να αποδείξετε ότι η f  έχει ελάχιστο στη θέση της µέσης τιµής.  
 

β) Αν τώρα η τιµή του ελαχίστου ισούται µε 0 , τότε xt...tt λ21 ====  

 

α.17  Έστω οι παρατηρήσεις it , 100,...,2,1i =   ενός δείγµατος µίας µεταβλητής X  

ώστε 100321 t...ttt <<<< , οι οποίες έχουν µέση τιµή 1x =  

Αν ∑∑
==

=
100

41i
i

40

1i
i tt , αποδείξτε ότι η µέση τιµή των 4021 t...tt <<<  είναι ίση µε 25,1  

 

α.18  Θεωρούµε δείγµα µεγέθους ν  µε παρατηρήσεις τις ν21 t...tt ≤≤≤  

α1) Να αποδείξετε ότι ]t,t[x ν1∈   …Πότε είναι 1tx =  ή νtx =  ; 

α2) Αν οι παρατηρήσεις είναι φυσικοί αριθµοί, αποδείξτε ότι Qx ∈  

Για κάθε τιµή κx  της µεταβλητής X  είναι 0x2x3x κ
2

κ
3

κ =+−  

β1) Να αποδείξετε ότι αυτές οι τιµές είναι µόνο 3  και να τις βρείτε.  

β2) Να αποδείξετε ότι για τη µέση τιµή τους x  είναι 023x)23(x 2 ≠++−  
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β  Μέση τιµή σε συνεχείς µεταβλητές 
Στην ουσία εδώ, βρίσκουµε τις κεντρικές τιµές και αναγόµαστε στην εύρεση 
µέσης τιµής σε διακριτή µεταβλητή. 
 

Θέµα 1 
 

Ο διπλανός πίνακας  
δείχνει το µήκος σε cm   
µιας οµάδας αντικειµένων 
 

όπου λείπει η συχνότητα 4ν  

της τέταρτης κλάσης 
 

Αν η µέση τιµή είναι 21 , θα προσδιορίσουµε την 4ν  
 

Απάντηση 

Από x21 =  
45ν

ν3562522525
ν

νx

4

4ii

+
⋅+++

==
∑

, τελικά βρίσκουµε 5ν 4 = cm  

 

Θέµα 2 
 
 

Ο διπλανός πίνακας 
 

δίνει το βαθµό στα µαθηµατικά  
 

των µαθητών µίας τάξης της  Γ΄ Λυκείου.   
 

Θα υπολογίσουµε τη µέση τιµή τους.   
 

Απάντηση 
  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Με βάση τιµές τις κεντρικές τιµές, η µέση τιµή υπολογίζεται απλά και είναι ίση  

µε x =++++=++++==∑
=

1,802,12,501,800,40fxfxfxfxfxfx 5544332211

5

1i
ii 6,8  

 

Βαθµός Κέντρο Κλάσης  if   ii fx  

)4,0[  2 0,20 0,40 

)8,4[  6 0,30 1,80 

)12,8[  10 0,25 2,50 

)16,12[  14 0,15 2,10 

)20,16[  18 0,10 1,80 

Σύνολο  1,00  

 

Βαθµός if  

)4,0[  
)8,4[  
)12,8[  

 

)16,12[  
 

)20,16[  

 

20,0  
 

30,0  
 

25,0  
 

15,0  
 

10,0  

 

Κλάσεις [    -    ) 
 

Κεντρική τιµή ix  Συχνότητα iν  
 

iiνx  

[0,10) 5x1 =  5ν1 =  25 

[10,20) 15x 2 =  15ν2 =  225 

[20,30) 25x 3 =  25ν3 =  625 

[30,40) 35x 4 =  4ν  35ν4
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Ασκήσεις 
 

β.1  Έστω οι πιο κάτω βαθµοί 20  µαθητών. 

1 , 2 , 5 ,10 , 20 , 20 , 10 ,15 ,15 ,15 ,15 , 18 , 19 ,12 , 5 ,12 ,15 ,17 ,14 , 20  
Να οµαδοποιήσετε τα πιο πάνω δεδοµένα σε 4  κλάσεις ίσου πλάτους  
τις ]5,0(  , ]10,5(  , ]15,10(  και  ]20,15(  

Να βρείτε τη µέση βαθµολογία µε βάση την οµαδοποίηση. 
 
 
 
β.2  Να υπολογίσετε τη µέση τιµή  
 
στη διπλανές οµαδοποιηµένες κατανοµές. 
 

 
β.3  Η βαθµολογία 50  φοιτητών στις εξετάσεις ενός µαθήµατος είναι: 

3 4 5 8 9 7 6 8 7 10 
8 7 6 5 9 3 8 5 6 6 
6 3 5 6 4 2 9 8 7 7 
1 6 3 1 5 8 1 2 3 4 
5 6 7 9 10 9 8 7 6 5 

Να οµαδοποιήσετε τα πιο πάνω δεδοµένα σε 5  κλάσεις ίσου πλάτους, ώστε  
η κεντρική τιµή της πρώτης κλάσης να ισούται µε 2  
Να βρείτε τη µέση βαθµολογία µε βάση την οµαδοποίηση. 
 

β.4  Έστω η διπλανή οµαδοποιηµένη κατανοµή  
µεγέθους 100  
Γνωρίζουµε ότι η ευθεία 6x:)ε( =  
χωρίζει το χωρίο που σχηµατίζεται 
από το πολύγωνο συχνοτήτων και τον άξονα x'x   
σε δύο ισεµβαδικά χωρία.  
α) Να αποδείξετε ότι 20ν2 =  και 30ν4 =  
β) Να υπολογίσετε τη µέση τιµή. 
 

 

β.5  Έστω η διπλανή οµαδοποιηµένη κατανοµή.  
Γνωρίζουµε ότι το µέγεθος είναι 100ν =  
και η µέση τιµή είναι 250x =  
α) Να αποδείξετε ότι 40α =  και 30β =  
β)  Αν θέλουµε η µέση τιµή να γίνει 200x =  
να βρείτε πόσες παρατηρήσεις πρέπει να αφαιρέσουµε από την κλάση )450,350[    

 

 

Βαθµός iν  

)5,1[  
)9,5[  
)13,9[  

 

100  
 

300  
 

100  

 

Βαθµός %fi  

)5,0[  
)10,5[  
)15,10[  

 

25  
 

45  
 

30  

 
Βαθµός iν  

)4,0[  
)8,4[  
)12,8[  
)16,12[  

 

 

40  
 

2ν  
10  

 

4ν  
 

 
Βαθµός iν  

)150,50[
)250,150[
)350,250[  
)450,350[  

 

 

20  
 

α  
10  

 

β  

 

Α Β
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β.6  Έστω ο διπλανός πίνακας.  
 
 

Να συµπληρώστε τον πίνακα  
 
και να υπολογίσετε τη µέση τιµή των παρατηρήσεων.   
 

 

β.7  Σε µια οµαδοποιηµένη κατανοµή µε κλάσεις ίσου πλάτους 
 

το πολύγωνο των εκατοστιαίων σχετικών συχνοτήτων %fi   

έχει διαδοχικές κορυφές, τις )0,3(Α − , )10,3(B , )20,9(Γ , )y,15(∆ ∆ , )40,21(E  

και )0,27(∆  

Η µέση τιµή της κατανοµής είναι 15x =   
α) Να αποδείξετε ότι οι κλάσεις της κατανοµής είναι οι )6,0[ , )12,6[ , )18,12[   

και )24,18[  

β) Να βρείτε την τεταγµένη του ∆  

 
 

β.8  Η βαθµολογία 50  µαθητών στην Ιστορία κυµαίνεται από 10  µέχρι 20  
και κανένας δεν είναι «κάτω» από τη βάση. 
5  µαθητές έχουν βαθµό κάτω από 12 , 15 µαθητές κάτω από 14 , 5  µαθητές 
µεγαλύτερο ή ίσο του 18  και 15  µαθητές µεγαλύτερο ή ίσο του 16  
 

Να υπολογίσετε τη µέση βαθµολογία. 

 
 

 

β.9  Σε ένα σχολείο  

πραγµατοποιήθηκε µία έρευνα  
για το ύψος των µαθητών 
αλλά τα δεδοµένα «χάθηκαν»  
και βρέθηκε µόνο το πολύγωνο  
των αθροιστικών συχνοτήτων. 
 

Να βρείτε το µέσο ύψος των µαθητών.  
 

 

Κλάσεις  [ , ) x i fi 
3-5  0,1 
5-7  0,2 
7-9  0,3 

9-11   
Σύνολο   1 

 
 
 
 
 
 
 

10

iΝ

0
ix145 155 165 175 215185 195 205

20

35
40

50
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γ  ∆ιάµεσος σε διακριτές µεταβλητές 
 

Να προσέχουµε να διατάσουµε τις παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά. 
 

Θέµα 1 
 

Έστω η γνήσια φθίνουσα και περιττή στο R συνάρτηση f  
Θα προσδιορίσουµε τη διάµεσο των )3(f − , )2(f − , )1(f − , )0(f , )1(f , )2(f , )3(f  

Απάντηση 
 

Επειδή η f  είναι γνήσια φθίνουσα, από  3210123 <<<<−<−<−  

είναι και  )3(f −  > )2(f −  > )1(f −  >  )0(f  > )1(f     >  )2(f    > )3(f  
            ή  )3(f  <  )2(f  <   )1(f   <  )0(f  <  )1(f −  <  )2(f −  <  )3(f −  
Οπότε αφού έχουµε 7  παρατηρήσεις, η διάµεσος είναι 0)0(fδ ==   
 

Να θυµηθούµε ότι για κάθε περιττή στο R συνάρτηση f είναι f(0)=0, αφού από f(-x)=-f(x)  

                                                                        και για x=0, προκύπτει  f(0)=-f(0) ή f(0)=0 

Θέµα 2 
 

Θα βρούµε το διάµεσο αριθµό, των αριθµών 120,116,...,16,12,8,4  
 

Απάντηση 
 

Ας δούµε πρώτα ποιο είναι το πλήθος των αριθµών. 
Πρόκειται για διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου µε 4α1 =  και  4ω =  

Από ω)1ν(αα 1ν −+=  είναι 4)1ν(4120 −+=  ή )1ν(4116 −=  ή 30ν =  
 

Οπότε πρόκειται για άρτιο πλήθος παρατηρήσεων 
 

∆ηλαδή δ =
+

=
+++

=
+++

=
+

=
2

6460
2

66)(456)(4
2

15ω)(α14ω)(α
2
αα 111615 62  

 

Θέµα 3 
 

Σε µια κάλπη υπάρχουν Άσπρες , Μαύρες , Κόκκινες και Πράσινες σφαίρες 
σε αναλογία 10 % , 20 % , 30 % και 40 % αντίστοιχα. 
Το βάρος κάθε Άσπρης είναι 10 gr, κάθε Μαύρης 11gr ,κάθε Κόκκινης 12 gr   
και κάθε Πράσινης είναι 13 gr 
Θα βρούµε το διάµεσο βάρος όλων των σφαιρών.  
 

Απάντηση 
 

Έστω α10x =  ο αριθµός των σφαιρών, προφανώς πολλαπλάσιο του 10  
 

Είναι:  Άσπρες: αx1,0 =  Μαύρες: α2x2,0 =  Κόκκινες: α3x3,0 =  Πράσινες: α4x4,0 =  

Το Πλήθος είναι ίσο µε x10  και είναι 
4484476 α

,10,...,10,10  
48476 α2

,11,...,11,11  
4484476 α3

,12,...,12,12  
48476 α4

13,...13,13  
 

Οι δύο µεσαίες παρατηρήσεις είναι αυτές µε αριθµό 5α  και 15α + , δηλαδή 12δ =  
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Ασκήσεις 
 

γ.1  Στις παρατηρήσεις:  0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6  η διάµεσος είναι η τιµή 3  
 

γ.2  Σε ένα δείγµα η διάµεσος είναι µία τιµή της µεταβλητής. 
Τότε είναι βέβαιο ότι αποκλείεται να έχουµε 2002  παρατηρήσεις. 
 

γ.3  Αν σε µία διακριτή µεταβλητή, όλες οι παρατηρήσεις είναι διαφορετικές 
τότε η διάµεσος δεν είναι βέβαιο ότι ισούται µε µία παρατήρηση. 
 

γ.4  Η διάµεσος δ  ενός δείγµατος 2010  διαφορετικών παρατηρήσεων 
σε µία ποσοτική διακριτή µεταβλητή, είναι η τιµή που το ποσοστό των 
παρατηρήσεων που είναι µικρότερες ή µεγαλύτερες από αυτήν είναι ακριβώς  
το 50%  των παρατηρήσεων. 
 

γ.5  Η διάµεσος πέντε αριθµών µε άθροισµα 25  είναι 5  

Αν οι τρεις από αυτούς είναι οι αριθµοί 2 , 7 , 10 , να βρείτε τους άλλους δύο. 
 

γ.6  Μία κατανοµή συχνοτήτων παίρνει τρεις τιµές, τις 1 , 3 , 5 
και οι συχνότητες των τιµών 1 και 3  είναι 13  και 31  αντίστοιχα. 
 

Αν η διάµεσος των παρατηρήσεων είναι 4 , τότε η συχνότητα της τιµής 5   
είναι ίση µε  Α: 22       B: 33       Γ: 44       ∆: Τίποτα από τα προηγούµενα. 
 

γ.7  Έστω ένα δείγµα στο οποίο εξετάζουµε τα µήκη 101  εξαρτηµάτων. 

Αν η διάµεσος είναι 10δ = cm , η διάµεσος των τετραγώνων θα είναι 210δ = 2cm  
 

γ.8  Να βρείτε τη διάµεσο των παρατηρήσεων, στις πιο κάτω περιπτώσεις. 

 1 , 10 , 2 , 15 , 3 , 12 , 5 , 5                                                                  1 , 10 , 2 , 15 , 3 , 12 , 5 , 5 , 0  
 

 

γ.9  Να βρείτε τη διάµεσο των παρατηρήσεων στους παρακάτω πίνακες. 
 

 

 
                                                                                                          

 

 

γ.10  Να βρείτε τη διάµεσο των παρατηρήσεων, στις πιο κάτω περιπτώσεις. 

300 ,..., 12 , 9 , 6 , 3                                                    303,  300 ,..., 12 , 9 , 6 , 3  

 

xi νi 
1 
2 
3 
4 

30 
25 
15 
40 

 

xi νi 
1 
2 
3 
4 

30 
25 
16 
40 
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γ.11  Να βρείτε τις τιµές του { }0,1,2κ −−∈   

ώστε η διάµεσος των αριθµών: κ  , κ2 , 3κ−  , 2κ2 , 4κ2  , 3κ4  να είναι θετική. 
 

γ.12  Να αποδείξετε ότι η διάµεσος των αριθµών  

2α2 −−  ,  1α2 −−  ,  0  , 2α , 2α2α2 +−  ,  5.0  µε *Να ∈  είναι σταθερή. 
 

 γ.13  Στο διπλανό πίνακα, δίνονται οι τιµές µιας µεταβλητής Χ   

µε τις αντίστοιχες σχετικές συχνότητες.  
Αν η διάµεσος είναι 5,2 , να βρείτε την τιµή του λ  
 

γ.14  Οι παρατηρήσεις  

σε µία δειγµατοληψία είναι: ω5xω,4xω,3xω,2xω,x +++++ ,  µε 0ω >  
Να αποδείξετε ότι η διάµεσος ταυτίζεται µε την µέση τιµή.  
 

γ.15  Έστω 8  διαδοχικοί περιττοί ακέραιοι. 
Αν αυτοί οι αριθµοί έχουν µέση τιµή 64 , να βρείτε τη διάµεσο τους. 
 

γ.16  Έστω η συνάρτηση 1xe)x(f x −+= , Rx ∈  

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι γνήσια αύξουσα στο R   

β) Να βρείτε τη διάµεσο των αριθµών )2x(f 2 −− , )1x(f 2 −− , )0(f , )1(f , )1x(f 2 +  
 

γ.17  Έστω η µεταβλητή Χ , µε παρατηρήσεις τις: ν321 t...ttt <<<<  

και τιµές 2x1 = , 4x2 = , 6x3 =  και 8x 4 =  …µε συχνότητες 4321 ν,ν,ν,ν  

Ξέρουµε ότι η διάµεσος είναι περιττός αριθµός. 
α) Να αποδείξετε ότι ο φυσικός αριθµός ν  είναι άρτιος.  

β) Να αποδείξετε ότι 0105δ71δ15δ 23 =−+−  
γ) Αν νν2ν2 21 >+ , αποδείξτε ότι 3δ = , όπως επίσης και 4321 νννν ++=  

 

γ.18  Σε έναν πίνακα παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων 

σχετικά µε το πόσες εφηµερίδες διαβάζουν 1000  άτοµα την εβδοµάδα. 
∆εδοµένου ότι όλοι διαβάζουν τουλάχιστον 1  εφηµερίδα, κανένας δεν διαβάζει 
πάνω από 3  εφηµερίδες, το 50% των ατόµων διαβάζει 1  ή 2  εφηµερίδες  
και το 70% των ατόµων διαβάζει 1 ή 3  εφηµερίδες, να υπολογίσετε τη διάµεσο.  

 

Τιµές Συχνότητες 
1 10 
2 15 
3 λ 
4 20 

 

 

Τιµές Συχνότητες 
1 10 
2 15 
3 λ 
4 20 
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δ   ∆ιάµεσος σε συνεχείς µεταβλητές 
Για τον προσδιορισµό της διαµέσου σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 
συνήθως κατασκευάζουµε το πολύγωνο εκ. αθροιστικών σχ. συχνοτήτων. 
 
 

Όµως ας προσέξουµε καλύτερα το πιο κάτω θέµα. 
 

Θέµα 1 
 

Ο παρακάτω πίνακας δείχνει το ύψος σε cm  µιας οµάδας παιδιών. 

Κλάσεις 
 

[    -    ) 

Κεντρικές 
τιµές 

ix  

Συχνότητα 
 

iν  

Σχετική 
Συχνότητα 

if  

Εκ. Σχετική 
Συχνότητα 

%fi  

Εκ. Αθροιστικές 
συχνότητες 

%Fi  

[100,110) 105 5 0,1 10 10 
[110,120) 115 15 0,3 30 40 
[120,130) 125 25 0,5 50 90 
[130,140) 135 5 0,1 10 100 
Σύνολο  50 1 100  

 

Θα βρούµε τη διάµεσο του ύψους των παιδιών. 
 

Απάντηση 
 

Κατασκευάζουµε  
το πολύγωνο   
εκατοστιαίων  
αθροιστικών  
σχετικών συχνοτήτων. 
Από το σηµείο εκείνο του άξονα yΟ   

των αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων που είναι το % 50  των παρατηρήσεων 
φέρουµε την κάθετη σ’αυτόν, µέχρι να τµήσουµε το πολύγωνο συχνοτήτων.  
Από κει φέρνουµε την κάθετη στον άξονα xΟ  
Συγκρίνουµε τα όµοια τρίγωνα ΑΓ∆  και ΑΒΕ   
 

Είναι 
ΒΕ
Γ∆

ΑΒ
ΑΓ

=  ⇔  
ΒΕ

120130
4050
4090 −

=
−
−

⇔  
ΒΕ
10

10
50

= ⇔  2ΒΕ =  

Οπότε 2ΚΛ =  και συνεπώς η διάµεσος δ  ισούται µε 1222120δ =+=  
 
 

Θα µπορούσαµε όµως, να προσδιορίσουµε τη διάµεσο και από το πολύγωνο αθροιστικών 

συχνοτήτων, όπου από το σηµείο 
2
ν

 του yΟ , επαναλαµβάνουµε µε τα προηγούµενα.  

 

                     

Α

Β

Γ ∆

Ε

Κ Λ

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

0

%Fi

100100 140130120110 160 x
δ
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                           145 155 165 175 185 195 205 215

0
10

70

100

85

20

40

95

50

%Fi

δ

 
      
 
 
 
 
 
 
 
 145 155 165 175 185 195 205 215

0
2

14

20

17

4

8

19

Να θυµηθούµε ότι  
είχαµε ξαναβρεί την ίδια διάµεσο προηγούµενα στη θεωρία µε βάση τα σχήµα. 
 

Να παρατηρήσουµε ότι τα πιο πάνω είναι προσεγγιστικά και έχουν νόηµα 
θεωρώντας τις παρατηρήσεις οµοιόµορφα κατανεµηµένες µέσα στις κλάσεις.   
Η θεωρία των βέβαιων ψηφιών απουσιάζει από την έννοια των 
προσεγγίσεων και δεν έχει νόηµα η «ακρίβεια» του αποτελέσµατος. 
 

Θέµα 2 
 

Σε ένα σχολείο πραγµατοποιήθηκε  
µία έρευνα για το ύψος των µαθητών 
αλλά τα δεδοµένα χάθηκαν  
και βρέθηκε µόνο το πολύγωνο  
των αθροιστικών συχνοτήτων. 
 

Αφού κατασκευάσουµε  
τον πίνακα συχνοτήτων 
 

µετά θα αποδείξουµε ότι για τη διάµεσο δ  είναι 185δ175 <<  
 

Απάντηση 
 
 
 
 

 
 
Είναι προφανής ο πίνακας κατανοµών. 
 
 
 
 
  
 
 
Είναι προφανές ότι η διάµεσος δ   
είναι αριθµός της κλάσης )185,175[  

 

Χρόνια 

 

Κέντρο Κλάσης 

xi 

 
νi 

 

 
Ni 

 
Fi% 

[145-155) 150 2 2 10 
[155-165) 160 2 4 20 
[165-175) 170 4 8 40 
[175-185) 180 6 14 70 
[185-195) 190 3 17 85 
[195-205) 200 2 19 95 
[205-215) 210 1 20 100 
Σύνολο   20   
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Ασκήσεις 
 

 
δ.1  Έστω η διπλανή οµαδοποιηµένη κατανοµή. 

 
 
 
Να αποδείξετε ότι η διάµεσος της ισούται µε  875,6δ −=  

 
 
 

δ.2  Έστω η διπλανή οµαδοποιηµένη κατανοµή. 
 
α) Να αποδείξετε ότι 1,0x =  
 

β) Να αποδείξετε ότι η διάµεσος δ  των παρατηρήσεων, ισούται µε 35δ =  
 

δ.3  Έστω οι πιο κάτω παρατηρήσεις.  
25−  15−  6−  5−  5−  
24−  15−  6−  0  0  
24−  14−  6−  0  1  
16−  6−  3  4  6  
16−  6−  7  7  14  

 

α) Να οµαδοποιήσετε τις παρατηρήσεις του πίνακα σε 4  ισοπλατείς κλάσεις  
 

έτσι ώστε το άνω όριο της 2ης κλάσης να είναι 5−  και το κάτω όριο της 4ης κλάσης 
να είναι 5  
 

β) Μετά να αποδείξετε ότι η διάµεσος της κατανοµής ισούται µε 425,5δ −=  
 

 

δ.4  Οι πιο κάτω αριθµοί  

δίνουν σε cm  τα αναστήµατα 40  µαθητών ενός σχολείου. 
150 171 173 154 154 158 159 186 158 187 
160 161 163 166 165 179 167 168 169 169 
170 151 153 177 187 177 188 177 174 166 
182 159 182 186 177 187 172 184 181 151 

 

α) Να οµαδοποιήσετε τα αναστήµατα σε κλάσεις πλάτους 10 cm  
β) Να υπολογίσετε τη διάµεσο των αριθµών. 
 
δ.5  Αν το πολύγωνο των εκατοστιαίων σχετικών συχνοτήτων  
 

µιας οµαδοποιηµένης κατανοµής έχει κορυφές τα σηµεία )0,3(Α , )10,9(B  
 

)20,15(Γ , )15,21(∆ , )55,27(E  και )0,36(Ζ , να βρείτε τη διάµεσο της κατανοµής.  
 

 

Βαθµός iν  

)15,20[ −−  
)10,15[ −−  
)5,10[ −−  

)0,5[−  

 

15  
 

0  
 

8  

 

17  

 

Βαθµός if  

)15,5[  
)25,15[  
)35,25[  
)45,35[  

 

x2  
 

x2  
 

x  

 

x5  
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δ.6  Εξετάζουµε το βάρος των µαθητών της 'Γ  τάξης ενός λυκείου.  

∆ιαπιστώσαµε ότι τα βάρη αυτών κυµαίνονται από 60  µέχρι 80  κιλά  
Μετά ήρθαν στην τάξη και δύο ακόµα µαθητές µε βάρη 55  και 85 κιλά. 
Να εξετάσετε αν µεταβλήθηκε η διάµεσος.  
 

 

δ.7  Έστω ο διπλανός πίνακας.  

Να συµπληρώστε τον πίνακα  
και να υπολογίσετε τη διάµεσο των παρατηρήσεων.   
 

δ.8  Οι µισθοί των υπαλλήλων µιας εταιρίας  
 
φαίνονται στο διπλανό πίνακα. 
 
 

α) Να βρείτε τη διάµεσο της κατανοµής. 
 
 

β) Αν απολυθούν 20 υπάλληλοι  
µε µισθό κάτω από  800 €uro  
να βρείτε τη νέα διάµεσο της κατανοµής. 
 
 

γ) Να βρείτε την εκατοστιαία µεταβολή της διαµέσου. 
 

 

 

δ.9  Σε ένα σχολείο  

πραγµατοποιήθηκε µία έρευνα  
για το ύψος των µαθητών 
αλλά τα δεδοµένα «χάθηκαν»  
και βρέθηκε µόνο το πολύγωνο  
των αθροιστικών συχνοτήτων. 
Να υπολογίσετε τη διάµεσο.  
 

δ.10  Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τους βαθµούς των 29 µαθητών µιας τάξης  
στα Μαθηµατικά, σε ακέραια κλίµακα. 

Βαθµός 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Πλήθος µαθητών ? 0 3 2 5 ? 2 4 1 1 2 
 

Επιλέγουµε τυχαία ένα µαθητή της τάξης. 
Αν η συχνότητα της διαµέσου της βαθµολογίας είναι 8 , να βρείτε τη µέση τιµή. 

 

Κλάσεις [ , ) xi fi 
3-5  0,1 

5-7  0,2 

7-9  0,3 

9-11   

Σύνολο  1 

 
 
 
 
 
 
 

10

iΝ

0
ix145 155 165 175 215185 195 205

20

35
40

50

 

Μισθοί  
σε 
εκατοντάδες  
€uro  

 

iν  

)8,4[   50 

)12,8[  30 

)16,12[  15 

)20,16[  5 

Σύνολο 100 
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Εργασία 
 

1  Το άθροισµα άρτιων παρατηρήσεων µε µέση τιµή τον αριθµό 2005  
µπορεί να είναι περιττός αριθµός. 
 

2  Τα µέτρα θέσης που είδαµε ορίζονται µόνο για ποσοτικές  µεταβλητές. 
 

3  Η διάµεσος των παρατηρήσεων 5 , 0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 3 , 3 , 4  είναι το 2  
 

4  Αν σε ένα δείγµα έχουµε τιµές µόνο τις 2  και 4 , τότε η µέση τιµή είναι 3  
 

5  Αν η διάµεσος  
είναι µία τιµή της µεταβλητής, τότε έχουµε περιττό αριθµό παρατηρήσεων  
και αν δεν είναι τιµή της µεταβλητής, τότε έχουµε άρτιο αριθµό παρατηρήσεων.  
 

6  Αν η µέση τιµή 100  παρατηρήσεων είναι 20 και η µέση τιµή 50  από αυτών 

είναι 15 , να βρείτε τη µέση τιµή των υπολοίπων. 
 

7  Σε ένα διαγώνισµα Μαθηµατικών, η µέση βαθµολογία των 36 αγοριών 

ήταν 12  και η µέση βαθµολογία των 24 κοριτσιών ήταν 17  
Να βρείτε τη µέση βαθµολογία όλων των µαθητών µαζί.  
 

8  Έστω η συνάρτηση αxx)x(f 3 ++= , µε Rα∈  

α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνήσια αύξουσα.  
β) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει αριθµός α   
ώστε η µέση τιµή των )1(f  , )2(f  , )3(f  , )4(f  , )5(f  να ισούται µε την διάµεσο.  

 
9  Η οµάδα µπάσκετ αγοριών, ενός σχολείου αποτελείται από 10  παίκτες. 
Αυτή έχει µέσο ύψος 192 cm . Σε κάποιον αγώνα, έλειπε ένας παίκτης µε ύψος 
198 cm  και αντικαταστάθηκε από άλλον που είχε ύψος 188  cm   
Να βρείτε το µέσο ύψος που είχε η οµάδα στον αγώνα αυτό.  

 
10  Στο διπλανό πίνακα, δίνονται οι τιµές µιας µεταβλητής Χ   

µε τις αντίστοιχες σχετικές συχνότητες.  
Αν η διάµεσος είναι 25 , να βρείτε την τιµή του λ  
 

 

Τιµές Συχνότητες 
10 10 
20 λ 
30 5 
40 20 

 

 

Τιµές Συχνότητες 
10 10 
20 λ 
30 5 
40 20 
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11  Οι θερµοκρασίες των 20  πρώτων ηµερών του µήνα Απριλίου  

σε βαθµούς Κελσίου C°   
φαίνονται στο διπλανό πίνακα.  
Η µέση θερµοκρασία των παραπάνω ηµερών είναι C4,24 °  

α1) Να συµπληρώσετε τον πίνακα. 

α2) Να βρείτε την διάµεση θερµοκρασία. 
β) Από κάποιο όµως λάθος διαπιστώθηκε  
ότι το θερµόµετρο έδειχνε ένα βαθµό περισσότερο από το κανονικό. 
Να βρείτε τη νέα πραγµατική µέση θερµοκρασία. 
γ) Τώρα µετά την αλλαγή των θερµοκρασιών, να οµαδοποιήσετε τα δεδοµένα  
σε 3  κλάσεις ίσου πλάτους 2  και να βρείτε την νέα µέση τιµή. 
 

12  Η βαθµολογία 50  µαθητών στην Ιστορία κυµαίνεται από 10  µέχρι 20   
και κανένας δεν είναι «κάτω» από τη βάση. 
 

Γνωρίζουµε επίσης ότι 23  µαθητές έχουν βαθµό «κάτω» από 12   
24  µαθητές «πάνω» από 15  και 3  µαθητές έχουν βαθµούς 13 ,13  και 14    

 

Να υπολογίσετε τη διάµεσο των παρατηρήσεων. 
 
13  Στην µία τάξη της Γ′  Λυκείου 
τα αποτελέσµατα  
σε ένα διαγώνισµα Μαθηµατικών  
φαίνονται στο διπλανό ιστόγραµµα.  
α) Να βρείτε το πλήθος ν  των µαθητών. 
β) Να κατασκευάσετε το ιστόγραµµα σχετικών αθροιστικών συχνοτήτων. 
γ) Να αποδείξετε ότι η διάµεσος βαθµολογία δ  βρίσκεται στο διάστηµα  )16,12[  
 

 

14  Έστω το δείγµα µεγέθους ν   
Έστω και οι παρατηρήσεις: ν21 t,...,t,t  µε µέση τιµή x  
Θεωρούµε τώρα και µία ακόµη παρατήρηση, την 1νt +   
 

Έστω και x ′   η µέση τιµή των παρατηρήσεων  1νν21 t,t,...,t,t +  

α) Να αποδείξετε ότι 
1ν

txν
x 1ν

+
+

=′ +  

β) Έστω το δείγµα µεγέθους 10ν = , µε µέση τιµή των παρατηρήσεων την 5x =  
Προσθέτουµε και η11  παρατήρηση και η νέα µέση τιµή όλων µαζί γίνεται 6x =′  
 

Να βρείτε την τιµή της ης11  παρατήρησης. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
                           

0

4
6
7
8

iν

0 4 8 12 16 20 ix

 
ix  iν  

22 2 
23 4 
24  
25  
26 2 
27 3 
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15   Έστω η συνάρτηση x2e)x(f x −=  

α) Να αποδείξετε ότι η ελάχιστη τιµή της f  είναι ίση µε  4In2)2In(f −=  

β) Η µεταβλητή ενός δείγµατος A  µεγέθους Nv ∈  έχει τιµές v321 t,...,t,t,t  

και η µεταβλητή ενός άλλου δείγµατος B  µεγέθους Nv ∈   

έχει τιµές τις 2
2t

1
1t te,te −− , v

vt
3

3t te,...,te −−  

Να αποδείξετε ότι για τις µέσες τιµές των δύο δειγµάτων είναι BA xx <  
 
16   Σε µία παρέα, η µέση ηλικία των ατόµων αυτής ήταν 25  έτη.  

Κάποια στιγµή ήρθαν στην παρέα άλλοι δύο, µε ηλικίες 27  και  23  
α) Να αποδείξετε ότι η µέση τιµή των ηλικιών δεν µεταβλήθηκε. 
β) Στη συνέχεια ήρθε και ένα ακόµη άτοµο ηλικίας 64  ετών και η µέση τιµή  
των ηλικιών αυξήθηκε κατά 3  
Να αποδείξετε ότι η αρχική παρέα είχε 10  άτοµα.  
 

17   Αν η διάµεσος των ν  πρώτων φυσικών αριθµών ν,...,3,2,1  είναι 5,10δ =  
 

να αποδείξετε ότι 20ν =  
 

 

18  Σε ένα σχολείο πραγµατοποιήθηκε  

µία έρευνα για τους βαθµούς των µαθητών 
σε κλίµακα από 0  µέχρι 20  
Τα δεδοµένα «χάθηκαν» και βρέθηκε  
µόνο το πολύγωνο των αθροιστικών συχνοτήτων. 
Να αποδείξετε ότι η διάµεσος είναι ίση µε 15   
 

19  Έστω η πιο κάτω οµαδοποιηµένη κατανοµή σε 4  ισοπλατείς κλάσεις. 

Κλάσεις ix  iν  if  %fi  %Fi  

 10 5    
[20 , …)  15    

 50 25    
   0,1   

Σύνολο      
 

α αποδείξετε ότι η για τη  διάµεσο δ  και τη µέση τιµή µ  είναι 2µδ =−  

 
 
 
 
 
 
 

20

iΝ

0
0 5 10 15 20

40

80

160
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Απαντήσεις των ασκήσεων   
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2.4 Μέτρα θέσης  
 

α  Μέση τιµή σε διακριτές µεταβλητές 
 

α.1  Λ  

α.2   10  

α.3   
7
8  

 

α.4  3  

α.5  8.14
12

6,177xκ ==   

α.6  
 

α.7   Α) 3,3x =     Β)  5,14x =    Γ)   114x =   ∆)  4,2x =  
 

α.8    Α) 16α =    Β) 1,0α =  5,0β =  

α.9   α) cm 1,206x1 =   β) cm 235  

α.10  

α.11  α) 
15
55x =  

 β) 15v = , 1v1 =  , 2v2 =  , 3v3 = , 4v4 =  , 5v5 =  
 
 
 

α.12  5v =    5
2

10
α
βx =

−
−

=
−

=  
 

α.13  Άρα η πρώτη επιλογή θα τους «βοηθήσει» 
 

α.14  α) 14x =   β) 13x =   
 
 
 
 

α.15  5,15x2 =  
 

α.16    α)  β) 
 
 

α.17   
 
 

α.18  α1)  α2)   β1) 2,1,0  β2)  
 
β  Μέση τιµή σε συνεχείς µεταβλητές 

 

 

 

β.1  5,11x =  

 

 
 

[ ) ,  ix  iν  iiνx  
[ )31 −  2  5  10  
[ )53 −  4  8  32  
[ )75 −  6  16  96  
[ )97 −  8  14  112  
[ )119 −  10  7  70  
Σύνολο   50  320  
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β.2  Α) 7x =   Β) 75,7x =  
 

β.3  4,6x =  
 

β.4  α) β) 2,7x =  
 

β.5  α) β) 25  
 

β.6  8x =  

β.7  α) β) 30  
 

β.8  15x =  
 

β.9  cm 179x =  
 

γ  ∆ιάµεσος σε διακριτές µεταβλητές 
γ.1  Σ  

γ.2  Λ  

γ.3  Σ  

γ.4  Λ  
γ.5    1t1 =  , 5t3 =   

γ.6   Γ  

γ.7  Σ  

γ.8  5δ =        , 5δ =  

γ.9   5,2δ =       , 3δ =  

γ.10   5,151δ =   , 153δ =  
 

γ.11   2κ −=         , 3δ =  

γ.12  
 

γ.13   5λ =  
 

γ.14   
 

γ.15   64δ =  
 

 

γ.16   α)  β) 0)0(fδ ==  

γ.17    α)  β)     γ) 

γ.18   5,2δ =  Εφηµερίδες 

 

[ ) ,  ix  if  ii fx  
[ )53 −  4  1,0  4,0  
[ )75 −  6  2,0  2,1  
[ )97 −  8  3,0  4,2  
[ )119 −  10  4,0  4  
Σύνολο   1  8  
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δ  ∆ιάµεσος σε συνεχείς µεταβλητές 
 

 

δ.1  

δ.2  α)  β) 
 

δ.3  α)  β) 
 

δ.4  α) 170δ =    β) 

δ.5  54,24δ ≈  

δ.6  Η διάµεσος δεν θα µεταβληθεί.   
 

δ.7  
 

δ.8  α) 8δ =   β) 33,9δ ≈   γ) %63,16≈  

δ.9  3,178δ ≅  

δ.10   8,15x =  
   
Εργασία  

1 Λ       2 Σ         3 Λ   4 Λ      5 Λ  

6   25x =  

7   14x =   

8   α)  β) 

9   191x =′  
 

10   5λ =   
 

11   α1)     α2) 24δ =   β) 4,23x =′   γ) 9,23x =′′  
 

12   14δ =  
 

 

 
13   α) 25ν =     β)                                           γ) 
 

14    α)  β) 16t11 =   
 
15   α) β)  16  α) β)   17    18   19  
 

 

Κλάσεις ix  if  iF  

[ )5,3  

[ )7,5  

[ )9,7  

[ )11,9  

4  
6  

8  

10  

1,0  

2,0  

3,0  

4,0  

1,0  

3,0  

6,0  

1  

Σύνολο   1   

   
ix  iν  

22 2 
23 4 
24 6  
25 3  
26 2 
27 3 

0 4 8 1 2 1 6 2 0

 
 
 

iF

2 4,0

4 0,0

7 0,0

0 0,1

 

Κλάσεις ix  iν  if  iF  

[ )160,150  

[ )170,160  

[ )180,170  

[ )190,180  

155  

165  

175  

185  

10  

10  

10  

10  

25,0  

25,0  

25,0  

25,0  

25,0  

50,0  

75,0  

00,1  

Σύνολο   40  1   

 
Κλάσεις iν  

)15,25[ −− 5  
)5,15[ −−  8  

)5,5[−  8  
)15,5[  4  
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